Concursul Interjudetean de Matematica ” Grigore C. Moisil”
Editia a XXXIV-a, Baia Mare, 5 — 7 aprilie 2019

Clasa a IX-a

Problema 1. Demonstrati ca n numere reale diferite doua cate doua se afla in progresie aritmetica
daca gi numai daca multimea sumelor a cate doua din cele n numere contine exact 2n — 1 elemente.

Vlad Robu

Barem

Intai vom demonstra implicatia ”—".
Fie in acest sens numerele aq, as, ..., a, aflate in progresie aritmetica, de ratie r > 0. Fie a = a1 — r si
a = a + kr, pentru orice k € 1,n. Atunci toate sumele a cate doua din aceste numere care se formeaza
sunt 2a + 2r,2a + 3r,2a + 4r,...,2a + 2nr, in total 2n — 1 sume. ........ .. ... .. oL, 2 puncte

Acum vom demonstra implicatia ”<".
Fie a; < as < - -+ < a, n numere reale diferite doua cate doua. Consideram urmatoarele sume:

arta<art+as<ataz< - <agta, g <ata,<agta, << Apoq+an < QA+ Gy,

in total 2n — 1 sume. Incat se formeaza exact 2n — 1 sume adunand orice doua numere din cele n, iar
sumele scrise mai sus sunt diferite doua cate doua, deducem ca orice suma posibila a doua din cele n
numere se afla printre cele enumerate anterior. ........... .. ... i 2 puncte

Acum, sa observam ca a;+a,_1 < as+a,_1 < as+a, siin acelasi timp, a1+a,_1 < a;+a, < as+a, sunt
trei termeni consecutivi din lantul de 2n — 1 sume de mai sus. Asadar, este necesar ca a; +a,, = as+ a,_1,
AECL @2 — Q1 = Gy — Gyl oo e e e e et e e e e e 1 punct

Continuam dupa aceeasi idee. Avem aj + a,_o < as + ap_2 < as + a,_1 (= a1 + a,) si in acelasi timp
a1+ an_o < a;+a,_1 < a; + a, sunt trei termeni consecutivi in lantul de 2n — 1 sume de mai sus. Asadar,
este necesar ca a, + a,_1 = Ao + G,_o, deci as — a1 = Gyp_1 — Ap_s.

Repetam procedeul pana ajungem la ay — a; = as — as. Dar, in acest mod, tocmai am obtinut ca
numerele aq, as, ..., a, formeaza o progresie aritmetica, de unde reiese concluzia.



Concursul Interjudetean de Matematica ” Grigore C. Moisil”
Editia a XXXIV-a, Baia Mare, 5 — 7 aprilie 2019

Clasa a IX-a

Problema 2. Pentru un numar natural fixat n > 2, notam cu F},, multimea functiilor
f:4{1,2,...,n} — {1,2,...,n} cu proprietatea ca f(i) + f(j) = n+ 1 dacad i + j = n + 1 pentru
i,j€{1,2,...,n}.

a) Determinati numarul elementelor multimii F,,.
b) Cate functii din F,, sunt surjective?

Vasile Pop
Barem a). Consideram perechile a caror suma este n + 1:
(1,2k),(2,2k —1),...,(k,k+ 1), daca n = 2k este par
(1,2k +1),(2,2k),...,(k,k+2),(k+ 1,k + 1), daca n = 2k + 1 este impar
................................................................................................ 1 punct

Fiecare valoare f(1), f(2),..., f(k) in cazul n = 2k si f(1), f(2),..., f(k), f(k+1) in cazul n = 2k +1
poate fi aleasa in n moduri (independent) iar valorile f(k+1), f(k+2),..., f(2k) in cazul n = 2k, respectiv
fk+2), f(k+3),...,f(2k+ 1) in cazul n = 2k 4+ 1 sunt determinate de relatiile

flk+1)=n+1-f(k), f(k+2)=n+1—-f(k—1),...

respectiv

............................................................................................... 2 puncte

n+1

Avem deci |F,| = o 2 TSRS 2 puncte

b). Orice functie surjectiva este in acelagi timp injectiva. Rationam ca la a): f(1) il putem alege in
n = 2k moduri, f(2) il putem alege in 2k — 1 moduri (dintre numerele ramase), f(3) in 2k — 2 moduri,. . .,
f(k) in k 4+ 1 moduri si in total in cazul n = 2k obtinem:

N = (2k)(2k —1)--- (k + 1)

functii injective (si surjective).
In cazul n = 2k 4+ 1 obtinem

N=(2k+1)(2k)--- (k+2)(k+1).

In concluzie,

............................................................................................... 3 puncte
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Problema 3. Se considera patrulaterul inscriptibil ABC'D cu diagonalele perpendiculare si AB = 1.
Fie r > 0 raza cercului inscris in triunghiul ABD.
a) Aratati ca CD? > 1612 — 1.
b) Determinati aria patrulaterului ABC'D, dacd CD? = 1612 — 1.

Radu Pop

Barem a) Fie ACN BD = {E}, iar punctele M, N, P, () mijloacele laturilor [AB], [C'D], respectiv ale

diagonalelor [AC] §1 [BD)] ..ot 1 punct
Fie O centrul cercului circumscris patrulaterului ABCD .......... ... ... ... .. 1 punct
Avem EA = FO + 04, BC = BO + OC, BB = EO+ OF, ED = EO + OD

sededucecéOAjLO?—i—O?—l—O?:Q-O .................................................. 1 punct
Deduce [EN] = [OM] ..o 1 punct
Deduce OD? 4+ 1 = 4 - R . 1 punct
Cum R > 2r rezultad CD? > 1672 — 1 oo 1 punct

b) Daca R = 2r, atunci ABD este un triunghi echilateral cu lungimea laturii egala cu 1
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Problema 4. Fie in plan punctele A, B, C distincte i necoliniare. Aratati ca daca exista un punct X
in plan astfel incat

b — b b b
g_|_g___f XA+ __|___g_f XB+ E+E_g__ XZ :ﬁj
c c a ¢ ¢ a a b b a

atunci triunghiul ABC' este echilateral, notatiile fiind cele uzuale.

Barem

Se scrie forma echivale_nl;é a relatiei R
(@®>(b+c)—a(d®+2) XA+ (VP (a+c)—b(a*+*) XB+ (* (a+) —c(a2+bz))ﬁ: 0,

............................................................................................ 2 puncte

a? a — v? b ‘ﬁ c? c ‘8 —
— XA — X — XC=0
(a2+b2—|—02 a—l—b—l—c> +(a2+b2—|—02 a—l—b—l—c) +(a2+b2—|—02 a—l—b—l—c)

............................................................................................ 2 puncte

Se deduce ﬁ = )ﬁ , unde I este punctul de intersectie al bisectoarelor triunghiului ABC' si S este punctul
de intersectie al simedianelor in triunghiul ABC . ... .. . 2 puncte

din S = [ rezulta ca simedianele sunt si bisectoare, deci medianele sunt bisectoare, atunci ABC' este
triunghi echilateral ... ... .. 1 punct



