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Problema 1. Fibopower

Propusa de: prof. Gheorghe-Eugen Nodea, Centrul Judetean de Excelentd Gorj

stud. Andrei Boacd, Universitatea "Alexandru Ioan Cuza", Facultatea de Informaticd Iasi

Observatii si precalculari preliminarii

Observam ci sunt 43 de numere Fibonacci mai mici decat 10°. Prin urmare, toate numerele
fibopower pot fi generate utilizand trei parcurgeri imbricate. Addugéand intr-un vector aceste
numere, putem determina daca un numar din sirul A este fibopower, cautand binar in vectorul
mentionat mai sus. Astfel, transformam sirul A intr-un sir binar, unde A; = 1 dacid numarul A;
din sirul initial era fibopower, respectiv A; = 0 in caz contrar. Pentru solutiile prezentate mai
jos vom folosi aceasta interpretare a vectorului A, fiind interesati de secventele cu suma K.

Solutie O(N? x Q)

Construim un vector de sume partiale peste sirul A. Pentru o interogare (x, y), parcurgem toate
perechile (i, j) cu x < i < j < y si verificdm, cu ajutorul vectorului de sume partiale, daci suma
pe intervalul [, j] este K.

Solutie O(N x Q X log(N))

Observam ca pentru un i fixat sumele pe intervalele cu capatul stang pe pozitia i sunt monoton
crescitoare, prin urmare pentru fiecare i putem cauta binar intervalul in care suma pe interval
este egald cu K.

Solutie O(N x Q)

Folosind ideea de la subpunctul anterior, putem utiliza un algoritm de tip Two Pointers, in locul
cautarilor binare.



Solutie O((N+Q) xlog(N))

Retinem un vector POZ ce contine acele pozitii j (1 < j < N) pentru care A; = 1. Orice secventa
cu exact K elemente egale cu 1 in care cea mai din stinga pozitie egald cu 1 este POZ[i] va
contine cu siguranti elementele POZ[i], POZ[i+1], POZ[i+2],... POZ[i+K—1]. Prin urmare,
numarul de secvente ce contin exact pozitiile POZ[i], POZ[i+1], POZ[i+2],... POZ[i+K —1]
este BLOCK[i] = (POZ]i] — POZ|i - 1]) X (POZ[i + K]-POZ[i + K — 1]).

Pentru un interval (x,y) corespunzitor unei interogéri vom nota cu Py, P,, ... Py pozitiile
elementelor cu valoare 1 care apar in intervalul [x,y]. Pentru P,, Ps, ... Pyr_k (daca exista vreuna
de acest tip) este suficient sa insumam valorile BLOCK corespunzatoare acelor pozitii. Pentru
Py, contributia acestei pozitii la numarul total de secvente este (P; — x + 1) X (Px+1 — Px), iar
in mod asemanator putem calcula si contributia pozitiei Pp;—g+1. Un caz particular ce trebuie
tratat este atunci cind P; = Py_k+1.

Intrucat valorile Py, Ps, ... Py reprezinta, de fapt, un interval din vectorul POZ, acestea pot
fi determinate folosind ciutare binara pentru fiecare interogare, iar calculul sumei totale va
utiliza, de asemenea, un vector de sume partiale pentru BLOCK.

Problema 2. Iscodituri si primeneli (IP)
Propusa de: prof. Dan Pracsiu, Liceul Teoretic "Emil Racovita" Vaslui

Vom nota prin a[i..j] secventa formata din elementele a[i], a[i + 1],...a[j]. Vom nota cu
R = sqrt(n) si numim bucket o secventa a[i..j] de lungime R.

O observatie importanta este ca dacid numerele din sir sunt < 200000, atunci numarul maxim
de divizori al unui numdr natural este de cel mult 160. In consecint3, de la inceput vom construi
cu un algoritm de tip Ciurul lui Eratostene vectorul d de lungime 200000 in care d[i] va memora
numarul de divizori ai lui i, pentru orice 1 < i < n.

In vector, la orice pozitie i (0 < i < n — 1) valoarea a[i] o vom inlocui cu numairul de divizori
ai lui a[i], iar fiecare actualizare (primeneald) a valorii x de pe pozitia i se va inlocui cu numérul
de divizori, adica cu d[x].

Subtask 1 - solutie propusa de stud. Alin-Gabriel Raileanu

Utilizam tehnica Square Root Decomposition pentru a imparti sirul a in bucket-uri de lungimi

R=n.

Pentru fiecare bucket i, vom retine urmitorul tablou:
« fr[i][j] = cite numere din bucket-ul i au exact j divizori
In continuare:

« Pentru fiecare operatie de tip primeneald, tabloul fr poate fi actualizat in O(1) pentru
bucket-ul in care se afla pozitia din operatie. Vom scidea frecventa numarului vechi de
divizori pentru aceasta pozitie si vom incrementa frecventa numarului de divizori pentru
noua valoare.



« Pentru fiecare operatie de tip iscoditura, fiecare bucket inclus complet in intervalul
dat vaa actualiza raspunsul in O(d) (parcurgéand fiecare numar de diviori posibil), iar
pentru extremititile care nu sunt luate in calcul prin acestd procedurd, raspunsul poate fi
actualizat in O(1).

Cum pentru fiecare operatie de tip primeneals, numarul de divizori poate fi calculat in O(VVal),
complexitatea finald pentru acest tip de operatii va fi O(VVal)).

Pentru fiecare operatie de tip iscoditurd, vom parcurge cel mult O(N/R) bucket-uri si O(R)
elemente individuale. Astfel, complexitatea finald pentru acest tip de operatie va fi O(d x
(N/R) +R).

Diferenta dintre acest subtask si solutia pentru 100 este data, in principal, de optimizarea
operatiilor de tip iscoditura.

Subtask 2 - solutie propusa de stud. Daniel Gheorghe

Pentru subtask-ul 2, nu existd update-uri si putem aplica urmitorul algoritm. Acumuliam
raspunsul pentru query-ul i in ans[i]. Fixam pe rand numarul de divizori d (luand valori de la 1
la numarul maxim de divizori). Construim un nou sir unde punem 1 pe pozitiile j unde A[j]
are exact d divizori, iar 0 pe celelalte, si i calculdm sumele partiale. Apoi, considerand query-ul
i, adunam la ans[i] suma pe subsecventa x[i] ... y[i] doar daca d < d[i]. Suma pe subsecventi
se afld usor din sumele partiale in O(1). Complexitatea algoritmului este O(numarul maxim de
divizori X(n + m)).

Subtask 3

Deoarece n si m sunt cel mult 1000, fiecare actualizare (primeneald) 1 i x se face in O(1) scriind
ali] = d[x], iar fiecare interogare (iscoditurd) 2 x y D se face in complexitate O(n) parcurgiand
secventa a[x..y] si numirand valorile mai mici sau egale cu D. Complexitatea totala in acest
subtask este O(n X m).

Subtask 4

Utilizdm tehnica Square Root Decomposition pentru a imparti sirul a in bucket-uri de lungimi
R = sqrt(n). Deoarece n < 122500, atunci numéarul maxim de bucket-uri este 350.

Construim doua matrice fr si sp, ambele cu 350 de linii (cate o linie pentru fiecare bucket) si
160 de coloane (cate o coloani pentru fiecare divizor 1 < D < 160), in care

frli][j] = cate numere din bucket-ul i (0 < i < n/R) au exact j divizori

splil[j] = frlil[0] + frlil[1] + ... + fr[i]l[j] (sumele partiale)

Fiecare operatie de actualizare (primeneald) 1 i x presupune identificarea bucket-ului b din care
face parte elementul a[i], apoi decrementarea frecventei fr[b][a[i]], incrementarea frecventei
fr[b][d[x]], abia apoi se actualizeaza a[i] = d[x]. Panad acum avem O(1) complexitate, dar,
pentru ca s-a modificat fr in bucketul b, trebuie refacute sumele partiale in acest bucket, deci
vom avea O(R) pe operatie. In concluzie, fiecare operatie primeneala va avea complexitatea

O(sqrt(n)).



Pentru fiecare operatie de interogare (iscoditurd) 2 x y D, trebuie sa identificim bucket-urile
by si b, unde se afla pozitiile x si y. Avem doua cazuri:

* by sib, sunt egale, deci x si y sunt in acelasi bucket, caz in care parcurgem efectiv secventa
a[x..y] pentru a afla cate valori sunt mai mici sau egale cu D. Complexitate O(R);

+ by si by sunt diferite, deci x si y sunt in bucket-uri diferite. Identificam bucket-urile care
sunt intregi, acestea fiind byy1, bxta, ... by—1 si calculdm in O(R) numarul de elemente
din aceste bucket-uri folosind sumele partiale. Raméan eventual citeva elemente din
bucket-urile by si b,. Aceste doua parti de bucket-uri se parcurg brut, in O(R), folosind
cele doud secvente corespunzitoare din vectorul a. In consecinta fiecare operatie de tip
iscoditurd se rezolva in complexitate O(sqrt(n)).

Complexitatea finald va fi O(m X sqrt(n)), suficientd pentru a obtine 100 de puncte.

Solutie alternativa

Problema se poate rezolva tot de 100 de puncte daca in loc sa utilizam vectori de frecvente,
impartim vectorul in bucket-uri care se pastreazi sortate. Fiecare operatie de primeneali
inseamna ca se modifici o valoare dintr-un bucket, iar in acel bucket elementele se reordoneazi
in complexitate O(R), deoarece nu sortim efectiv tot bucket-ul, ci elimindm valoarea veche a lui
ali] si facem insertie pentru noua valoare a lui a[i]. Fiecare operatie de iscoditura inseamna ca
vom face pe fiecare bucket cate o cautare binara in O(R X logR). Avantajul la aceasta solutie este
ca nu folosim decat vectorul a si un alt vector b, tot de lungime n, in care pastram bucket-urile
sortate. Dezavantajul este cd se mareste putin complexitatea pe operatia de iscoditura, dar se
pot obtine astfel tot 100 de puncte.

Problema 3. Model

Propusa de: prof. Claudiu-Cristian Gorea-Zamfir, Liceul Teoretic de Informatica "Grigore Moisil" Iasi

Foaia de matematici este parcursa plecind din patritelul (1,1), deplasarea realizandu-se in 8
directii posibile:

« spre SE, atingem ultima linie, directia se schimba spre NE;

« spre SE, atingem ultima coloana, directia se schimba spre SV;
« spre SV, atingem ultima linie, directia se schimba spre NV;

« spre SV, atingem prima coloana, directia se schimba spre SE;

« spre NE, atingem prima linie, directia se schimb4 spre SE;

« spre NE, atingem ultima coloan4, directia se schimba spre NV;

« spre NV, atingem prima linie, directia se schimba spre SV;



« spre NV, atingem prima coloan3, directia se schimba spre NE.

Se poate demonstra ca, aplicind acest procedeu, intotdeauna vom ajunge intr-un colt al foii
de matematici. Pentru aceasta, putem vizualiza aceasta problema intr-un mod mai simplu.
In loc si "indoim" traiectoria lui Octav cand loveste o margine, ne putem imagina c foaia se
oglindeste la infinit, iar Octav merge in linie dreapti pe o grila infinitd. In aceasta grila extinsa,
Octav pleaca din (1, 1) si se deplaseaza in diagonala. Un "colt" in grila noastra extinsa apare
la fiecare pozitie multiplu de (N — 1) pe verticali si (M — 1) pe orizontala. Deci, Octav ajunge
intr-un colt atunci cand traiectoria sa liniara atinge un punct (x, y) unde x — 1 este un multiplu
de M — 1 (marginea stanga/dreapta) si y — 1 este un multiplu de N — 1 (marginea de sus/jos).
Deci Octav va ajunge intr-un colt dupa cmmmc(N — 1, M — 1) + 1 pasi.

Cerinta 1.

Se simuleaza pas cu pas deplasarea si se marcheaza intr-o matrice patratelele prin care trecem.
Se contorizeaza la final numarul de patratele marcate (acestea vor fi considerate in continuare
ziduri, adica pozitii prin care trecerea nu este posibild).

Cerintele 2, 3, 4.

Pentru a determina total numarul de modele obtinute, parcurgem matricea in care am marcat
zidurile, pe linii de sus in jos, iar fiecare linie de la stinga la dreapta. Cand identificam o pozitie
care nu este zid si nici nu apartine unui alt model deja identificat, deducem ca acolo incepe
un nou model. Datoritd modului in care parcurgem matricea, deducem ci pozitia curenta
corespunde patritelului reprezentativ al acestui model. Contorizam modelul identificat (pentru
cerinta 2), apoi identificim modelul printr-un algoritm de tip Fill. Pe parcursul algoritmului de
tip FILL vom retine intr-un vector pozitiile patratelelor care fac parte din acest model, marcandu-
le in acelasi timp in matricea in care am marcat atat zidurile, cat si modelele deja parcurse.
Numirul de elemente memorate in vector reprezinta aria modelului.

Pentru a rezolva cerintele 3 si 4 vom compara modelul curent cu toate modelele distincte
identificate deja. Daci modelul curent nu este egal cu niciunul dintre acestea, el constituie o noua
categorie, pe care o contorizim (pentru cerinta 3) si o retinem (pentru cerinta 4). Daci modelul
curent este egal cu un model din una dintre categoriile deja memorate, doar incrementam
numarul de exemplare din categoria respectiva.

Pentru a verifica dacid doud modele sunt egale vom compara mai intai ariile acestora. Daca
ariile sunt egale, pentru a verifica daca cele doud modele se suprapun perfect, facem o translatie
imaginara. Pentru aceasta vom determina doui diferente: diferenta dintre indicii liniilor
patratelelor reprezentative ale celor doud modele, respectiv diferenta dintre indicii coloanelor
patratelelor reprezentative. Pentru a verifica daca toate celelalte patratele din model au aceleasi
diferente pe linie, respectiv coloani cu patritelul corespondent din celilalt model trebuie si
retinem patrételele din fiecare model in ordinea crescétoare a pozitiilor acestora. Astfel, este
suficient sa parcurgem simultan cele doua modele si s comparam diferentele.

Complexitatea algoritmului de Fill este O(N X M), la care se adaugi operatiile de comparare
a modelului curent cu modelele distincte deja determinate, dar numarul de modele distincte
care se pot obtine in conditiile problemei este cel mult egal cu 7.
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