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Problema 1. Fibopower
Propusă de: prof. Gheorghe-Eugen Nodea, Centrul Judet,ean de Excelent,ă Gorj

stud. Andrei Boacă, Universitatea "Alexandru Ioan Cuza", Facultatea de Informatică Ias, i

Observat, ii s, i precalculări preliminarii

Observăm că sunt 43 de numere Fibonacci mai mici decât 109. Prin urmare, toate numerele
fibopower pot fi generate utilizând trei parcurgeri imbricate. Adăugând într-un vector aceste
numere, putem determina dacă un număr din s, irul 𝐴 este fibopower, căutând binar în vectorul
ment, ionat mai sus. Astfel, transformăm s, irul 𝐴 într-un s, ir binar, unde 𝐴𝑖 = 1 dacă numărul 𝐴𝑖
din s, irul init, ial era fibopower, respectiv 𝐴𝑖 = 0 în caz contrar. Pentru solut, iile prezentate mai
jos vom folosi această interpretare a vectorului 𝐴, fiind interesat, i de secvent,ele cu suma 𝐾 .

Solut, ie O(𝑁 2 ×𝑄)
Construim un vector de sume part, iale peste s, irul 𝐴. Pentru o interogare (𝑥 , 𝑦), parcurgem toate
perechile (𝑖 , 𝑗 ) cu 𝑥 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗 ≤ 𝑦 s, i verificăm, cu ajutorul vectorului de sume part, iale, dacă suma
pe intervalul [𝑖 , 𝑗] este 𝐾 .

Solut, ie O(𝑁 ×𝑄 × 𝑙𝑜𝑔(𝑁 ))
Observăm că pentru un 𝑖 fixat sumele pe intervalele cu capătul stâng pe pozit, ia 𝑖 sunt monoton
crescătoare, prin urmare pentru fiecare 𝑖 putem căuta binar intervalul în care suma pe interval
este egală cu 𝐾 .

Solut, ie O(𝑁 ×𝑄)
Folosind ideea de la subpunctul anterior, putem utiliza un algoritm de tip Two Pointers, în locul
căutărilor binare.
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Solut, ie O((N+Q) ×𝑙𝑜𝑔(𝑁 ))
Ret, inem un vector 𝑃𝑂𝑍 ce cont, ine acele pozit, ii 𝑗 (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 ) pentru care𝐴 𝑗 = 1. Orice secvent,ă
cu exact 𝐾 elemente egale cu 1 în care cea mai din stânga pozit, ie egală cu 1 este 𝑃𝑂𝑍 [𝑖] va
cont, ine cu sigurant,ă elementele 𝑃𝑂𝑍 [𝑖], 𝑃𝑂𝑍 [𝑖+1], 𝑃𝑂𝑍 [𝑖+2], . . . 𝑃𝑂𝑍 [𝑖+𝐾−1]. Prin urmare,
numărul de secvent,e ce cont, in exact pozit, iile 𝑃𝑂𝑍 [𝑖], 𝑃𝑂𝑍 [𝑖+1], 𝑃𝑂𝑍 [𝑖+2], . . . 𝑃𝑂𝑍 [𝑖+𝐾 −1]
este 𝐵𝐿𝑂𝐶𝐾 [𝑖] = (𝑃𝑂𝑍 [𝑖] − 𝑃𝑂𝑍 [𝑖 − 1]) × (𝑃𝑂𝑍 [𝑖 + 𝐾]–𝑃𝑂𝑍 [𝑖 + 𝐾 − 1]).
Pentru un interval (𝑥 ,𝑦) corespunzător unei interogări vom nota cu 𝑃1, 𝑃2, . . . 𝑃𝑀 pozit, iile

elementelor cu valoare 1 care apar în intervalul [𝑥 ,𝑦]. Pentru 𝑃2, 𝑃3, . . . 𝑃𝑀−𝐾 (dacă există vreuna
de acest tip) este suficient să însumăm valorile 𝐵𝐿𝑂𝐶𝐾 corespunzătoare acelor pozit, ii. Pentru
𝑃1, contribut, ia acestei pozit, ii la numărul total de secvent,e este (𝑃1 − 𝑥 + 1) × (𝑃𝐾+1 − 𝑃𝐾 ), iar
în mod asemănător putem calcula s, i contribut, ia pozit, iei 𝑃𝑀−𝐾+1. Un caz particular ce trebuie
tratat este atunci când 𝑃1 = 𝑃𝑀−𝐾+1.
Întrucât valorile 𝑃1, 𝑃2, . . . 𝑃𝑀 reprezintă, de fapt, un interval din vectorul 𝑃𝑂𝑍 , acestea pot

fi determinate folosind căutare binară pentru fiecare interogare, iar calculul sumei totale va
utiliza, de asemenea, un vector de sume part, iale pentru 𝐵𝐿𝑂𝐶𝐾 .

Problema 2. Iscodituri s, i primeneli (IP)

Propusă de: prof. Dan Pracsiu, Liceul Teoretic "Emil Racovit,ă" Vaslui

Vom nota prin 𝑎[𝑖 .. 𝑗] secvent,a formată din elementele 𝑎[𝑖], 𝑎[𝑖 + 1], . . . 𝑎[ 𝑗]. Vom nota cu
𝑅 = 𝑠𝑞𝑟𝑡 (𝑛) s, i numim bucket o secvent,ă 𝑎[𝑖 .. 𝑗] de lungime 𝑅.

O observat, ie importantă este că dacă numerele din s, ir sunt ≤ 200000, atunci numărul maxim
de divizori al unui număr natural este de cel mult 160. În consecint,ă, de la început vom construi
cu un algoritm de tip Ciurul lui Eratostene vectorul 𝑑 de lungime 200000 în care 𝑑 [𝑖] va memora
numărul de divizori ai lui 𝑖 , pentru orice 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

În vector, la orice pozit, ie 𝑖 (0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1) valoarea 𝑎[𝑖] o vom înlocui cu numărul de divizori
ai lui 𝑎[𝑖], iar fiecare actualizare (primeneală) a valorii 𝑥 de pe pozit, ia 𝑖 se va înlocui cu numărul
de divizori, adică cu 𝑑 [𝑥].

Subtask 1 - solut, ie propusă de stud. Alin-Gabriel Răileanu

Utilizăm tehnica Square Root Decomposition pentru a împărt, i s, irul 𝑎 în bucket-uri de lungimi
𝑅 =

√
𝑛.

Pentru fiecare bucket 𝑖 , vom ret, ine următorul tablou:

• 𝑓 𝑟 [𝑖] [ 𝑗] = câte numere din bucket-ul 𝑖 au exact 𝑗 divizori

În continuare:

• Pentru fiecare operat, ie de tip primeneală, tabloul 𝑓 𝑟 poate fi actualizat în 𝑂 (1) pentru
bucket-ul în care se află pozit, ia din operat, ie. Vom scădea frecvent,a numărului vechi de
divizori pentru această pozit, ie s, i vom incrementa frecvent,a numărului de divizori pentru
noua valoare.

2



• Pentru fiecare operat, ie de tip iscoditură, fiecare bucket inclus complet în intervalul
dat vaa actualiza răspunsul în 𝑂 (𝑑) (parcurgând fiecare număr de diviori posibil), iar
pentru extremităt, ile care nu sunt luate în calcul prin acestă procedură, răspunsul poate fi
actualizat în 𝑂 (1).

Cum pentru fiecare operat, ie de tip primeneală, numărul de divizori poate fi calculat în𝑂 (
√
𝑉𝑎𝑙),

complexitatea finală pentru acest tip de operat, ii va fi 𝑂 (
√
𝑉𝑎𝑙)).

Pentru fiecare operat, ie de tip iscoditură, vom parcurge cel mult 𝑂 (𝑁 /𝑅) bucket-uri s, i 𝑂 (𝑅)
elemente individuale. Astfel, complexitatea finală pentru acest tip de operat, ie va fi 𝑂 (𝑑 ×
(𝑁 /𝑅) + 𝑅).
Diferent,a dintre acest subtask s, i solut, ia pentru 100 este dată, în principal, de optimizarea
operat, iilor de tip iscoditură.

Subtask 2 - solut, ie propusă de stud. Daniel Gheorghe

Pentru subtask-ul 2, nu există update-uri s, i putem aplica următorul algoritm. Acumulăm
răspunsul pentru query-ul 𝑖 în 𝑎𝑛𝑠 [𝑖]. Fixăm pe rând numărul de divizori 𝑑 (luând valori de la 1
la numărul maxim de divizori). Construim un nou s, ir unde punem 1 pe pozit, iile 𝑗 unde 𝐴[ 𝑗]
are exact 𝑑 divizori, iar 0 pe celelalte, s, i îi calculăm sumele part, iale. Apoi, considerând query-ul
𝑖 , adunăm la 𝑎𝑛𝑠 [𝑖] suma pe subsecvent,a 𝑥 [𝑖] . . . 𝑦 [𝑖] doar dacă 𝑑 ≤ 𝑑 [𝑖]. Suma pe subsecvent,ă
se află us,or din sumele part, iale în O(1). Complexitatea algoritmului este O(numărul maxim de
divizori ×(n + m)).

Subtask 3

Deoarece 𝑛 s, i𝑚 sunt cel mult 1000, fiecare actualizare (primeneală) 1 𝑖 𝑥 se face în O(1) scriind
𝑎[𝑖] = 𝑑 [𝑥], iar fiecare interogare (iscoditură) 2 𝑥 𝑦 𝐷 se face în complexitate O(𝑛) parcurgând
secvent,a 𝑎[𝑥 ..𝑦] s, i numărând valorile mai mici sau egale cu 𝐷 . Complexitatea totală în acest
subtask este O(𝑛 ×𝑚).

Subtask 4

Utilizăm tehnica Square Root Decomposition pentru a împărt, i s, irul 𝑎 în bucket-uri de lungimi
𝑅 = 𝑠𝑞𝑟𝑡 (𝑛). Deoarece 𝑛 ≤ 122500, atunci numărul maxim de bucket-uri este 350.
Construim două matrice 𝑓 𝑟 s, i 𝑠𝑝 , ambele cu 350 de linii (câte o linie pentru fiecare bucket) s, i
160 de coloane (câte o coloană pentru fiecare divizor 1 ≤ 𝐷 ≤ 160), în care
𝑓 𝑟 [𝑖] [ 𝑗] = câte numere din bucket-ul 𝑖 (0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛/𝑅) au exact 𝑗 divizori
𝑠𝑝 [𝑖] [ 𝑗] = 𝑓 𝑟 [𝑖] [0] + 𝑓 𝑟 [𝑖] [1] + . . . + 𝑓 𝑟 [𝑖] [ 𝑗] (sumele part, iale)

Fiecare operat, ie de actualizare (primeneală) 1 𝑖 𝑥 presupune identificarea bucket-ului𝑏 din care
face parte elementul 𝑎[𝑖], apoi decrementarea frecvent,ei 𝑓 𝑟 [𝑏] [𝑎[𝑖]], incrementarea frecvent,ei
𝑓 𝑟 [𝑏] [𝑑 [𝑥]], abia apoi se actualizează 𝑎[𝑖] = 𝑑 [𝑥]. Până acum avem O(1) complexitate, dar,
pentru că s-a modificat 𝑓 𝑟 în bucketul 𝑏, trebuie refăcute sumele part, iale în acest bucket, deci
vom avea O(𝑅) pe operat, ie. În concluzie, fiecare operat, ie primeneală va avea complexitatea
O(𝑠𝑞𝑟𝑡 (𝑛)).
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Pentru fiecare operat, ie de interogare (iscoditură) 2 𝑥 𝑦 𝐷 , trebuie să identificăm bucket-urile
𝑏𝑥 s, i 𝑏𝑦 unde se află pozit, iile 𝑥 s, i 𝑦. Avem două cazuri:

• 𝑏𝑥 s, i𝑏𝑦 sunt egale, deci 𝑥 s, i𝑦 sunt în acelas, i bucket, caz în care parcurgem efectiv secvent,a
𝑎[𝑥 ..𝑦] pentru a afla câte valori sunt mai mici sau egale cu 𝐷 . Complexitate O(𝑅);

• 𝑏𝑥 s, i 𝑏𝑦 sunt diferite, deci 𝑥 s, i 𝑦 sunt în bucket-uri diferite. Identificăm bucket-urile care
sunt întregi, acestea fiind 𝑏𝑥+1, 𝑏𝑥+2, . . . 𝑏𝑦−1 s, i calculăm în O(𝑅) numărul de elemente
din aceste bucket-uri folosind sumele part, iale. Rămân eventual câteva elemente din
bucket-urile 𝑏𝑥 s, i 𝑏𝑦 . Aceste două părt, i de bucket-uri se parcurg brut, în O(𝑅), folosind
cele două secvent,e corespunzătoare din vectorul 𝑎. În consecint,ă fiecare operat, ie de tip
iscoditură se rezolvă în complexitate O(𝑠𝑞𝑟𝑡 (𝑛)).

Complexitatea finală va fi O(𝑚 × 𝑠𝑞𝑟𝑡 (𝑛)), suficientă pentru a obt, ine 100 de puncte.

Solut, ie alternativă

Problema se poate rezolva tot de 100 de puncte dacă în loc să utilizăm vectori de frecvent,e,
împărt, im vectorul în bucket-uri care se păstrează sortate. Fiecare operat, ie de primeneală
înseamnă că se modifică o valoare dintr-un bucket, iar în acel bucket elementele se reordonează
în complexitate O(𝑅), deoarece nu sortăm efectiv tot bucket-ul, ci eliminăm valoarea veche a lui
𝑎[𝑖] s, i facem insert, ie pentru noua valoare a lui 𝑎[𝑖]. Fiecare operat, ie de iscoditură înseamnă că
vom face pe fiecare bucket câte o căutare binară în O(𝑅 × 𝑙𝑜𝑔𝑅). Avantajul la această solut, ie este
că nu folosim decât vectorul 𝑎 s, i un alt vector 𝑏, tot de lungime 𝑛, în care păstrăm bucket-urile
sortate. Dezavantajul este că se măres, te put, in complexitatea pe operat, ia de iscoditură, dar se
pot obt, ine astfel tot 100 de puncte.

Problema 3. Model

Propusă de: prof. Claudiu-Cristian Gorea-Zamfir, Liceul Teoretic de Informatică "Grigore Moisil" Ias, i

Foaia de matematică este parcursă plecând din pătrăt,elul (1,1), deplasarea realizându-se în 8
direct, ii posibile:

• spre SE, atingem ultima linie, direct, ia se schimbă spre NE;

• spre SE, atingem ultima coloană, direct, ia se schimbă spre SV;

• spre SV, atingem ultima linie, direct, ia se schimbă spre NV;

• spre SV, atingem prima coloană, direct, ia se schimbă spre SE;

• spre NE, atingem prima linie, direct, ia se schimbă spre SE;

• spre NE, atingem ultima coloană, direct, ia se schimbă spre NV;

• spre NV, atingem prima linie, direct, ia se schimbă spre SV;
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• spre NV, atingem prima coloană, direct, ia se schimbă spre NE.

Se poate demonstra că, aplicând acest procedeu, întotdeauna vom ajunge într-un colt, al foii
de matematică. Pentru aceasta, putem vizualiza această problemă într-un mod mai simplu.
În loc să "îndoim" traiectoria lui Octav când loves, te o margine, ne putem imagina că foaia se
oglindes, te la infinit, iar Octav merge în linie dreaptă pe o grilă infinită. În această grilă extinsă,
Octav pleacă din (1, 1) s, i se deplasează în diagonală. Un "colt," în grila noastră extinsă apare
la fiecare pozit, ie multiplu de (𝑁 − 1) pe verticală s, i (𝑀 − 1) pe orizontală. Deci, Octav ajunge
într-un colt, atunci când traiectoria sa liniară atinge un punct (𝑥,𝑦) unde 𝑥 − 1 este un multiplu
de 𝑀 − 1 (marginea stângă/dreaptă) s, i 𝑦 − 1 este un multiplu de 𝑁 − 1 (marginea de sus/jos).
Deci Octav va ajunge într-un colt, după cmmmc(𝑁 − 1, 𝑀 − 1) + 1 pas, i.

Cerint,a 1.

Se simulează pas cu pas deplasarea s, i se marchează într-o matrice pătrăt,elele prin care trecem.
Se contorizează la final numărul de pătrăt,ele marcate (acestea vor fi considerate în continuare
ziduri, adică pozit, ii prin care trecerea nu este posibilă).

Cerint,ele 2, 3, 4.

Pentru a determina total numărul de modele obt, inute, parcurgem matricea în care am marcat
zidurile, pe linii de sus în jos, iar fiecare linie de la stânga la dreapta. Când identificăm o pozit, ie
care nu este zid s, i nici nu apart, ine unui alt model deja identificat, deducem că acolo începe
un nou model. Datorită modului în care parcurgem matricea, deducem că pozit, ia curentă
corespunde pătrăt,elului reprezentativ al acestui model. Contorizăm modelul identificat (pentru
cerint,a 2), apoi identificăm modelul printr-un algoritm de tip Fill. Pe parcursul algoritmului de
tip FILL vom ret, ine într-un vector pozit, iile pătrăt,elelor care fac parte din acest model, marcându-
le în acelas, i timp în matricea în care am marcat atât zidurile, cât s, i modelele deja parcurse.
Numărul de elemente memorate în vector reprezintă aria modelului.
Pentru a rezolva cerint,ele 3 s, i 4 vom compara modelul curent cu toate modelele distincte

identificate deja. Dacă modelul curent nu este egal cu niciunul dintre acestea, el constituie o nouă
categorie, pe care o contorizăm (pentru cerint,a 3) s, i o ret, inem (pentru cerint,a 4). Dacă modelul
curent este egal cu un model din una dintre categoriile deja memorate, doar incrementăm
numărul de exemplare din categoria respectivă.
Pentru a verifica dacă două modele sunt egale vom compara mai întâi ariile acestora. Dacă

ariile sunt egale, pentru a verifica dacă cele două modele se suprapun perfect, facem o translat, ie
imaginară. Pentru aceasta vom determina două diferent,e: diferent,a dintre indicii liniilor
pătrăt,elelor reprezentative ale celor două modele, respectiv diferent,a dintre indicii coloanelor
pătrăt,elelor reprezentative. Pentru a verifica dacă toate celelalte pătrăt,ele din model au aceleas, i
diferent,e pe linie, respectiv coloană cu pătrăt,elul corespondent din celălalt model trebuie să
ret, inem pătrăt,elele din fiecare model în ordinea crescătoare a pozit, iilor acestora. Astfel, este
suficient să parcurgem simultan cele două modele s, i să comparăm diferent,ele.

Complexitatea algoritmului de Fill este O(𝑁 ×𝑀), la care se adaugă operat, iile de comparare
a modelului curent cu modelele distincte deja determinate, dar numărul de modele distincte
care se pot obt, ine în condit, iile problemei este cel mult egal cu 7.
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