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Problema 1. Bafta

Propusa de: stud. Alin Gabriel Raileanu, Facultatea de Informatica, Universitatea "Al I Cuza" Iasi

Structura

Pentru inceput, s& analizam cum se asaza elevii in sald. Fiecare elev alege celula care maxi-
mizeazi distanta fata de cea mai apropiati celula ocupata (supraveghetor sau alt elev).
S& analizdm ordinea de umplere pentru N = 3 (matrice 9 X 9, cu 7 X 7 = 49 celule interioare):

10
2 3 4
5 1 6
7 8 9

Observam ca elevii se aseaza in niveluri concentrice:
« Nivelul 1: centrul matricii (1 celula) — distanta maxima fata de margine
« Nivelul 2: 3 X 3 — 1 = 8 celule noi - la jumatatea distantei

« Nivelul 3: 7 X 7 — 9 = 40 celule noi - s.a.m.d.



Generalizare: La nivelul /, avem o grila de dimensiune (2! — 1) x (2! = 1). Numirul de celule

noi la acest nivel este:
(21 _ 1)2 _ (21—1 _ 1)2

Fie side[l] = 2! — 1. Primele side[/]? celule ocupate formeaza o grild completi pan la nivelul L.

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3
12 = 1 celula 32 =9 celule 72 = 49 celule

Subtask 1 (16 puncte) — Simulare directa

Restrictii: 2 < N <4,0=5
Solutie: Simulam procesul de asezare. Pentru fiecare elev k de la 1 la K:

1. Calculdm pentru fiecare celula libera distanta minima fata de celulele ocupate
2. Alegem celula cu distanta minimd maxima (la egalitate, cea mai mici linie, apoi coloana)
3. Marcam celula ca ocupata

Complexitate timp: O(Q - K - M?) unde M = 2N,

Complexitate memorie: O(M?).

Subtask 2 (24 puncte) - Simulare cu matrice

Restrictii: 4 < N <10,Q0 =5
Observatie: Nu trebuie sa calculam distanta pentru fiecare celuld. Din structura, stim ca:
« Primul elev se aseazi in centrul matricei: (2N~1,2N-1)

+ La un nivel cu distanta d intre celulele ocupate pe acest nivel, parcurgem toate pozitiile
(i,j) cui, j € {d, 2d,3d, ...} care nu sunt inca ocupate

Algoritm:
1. Initializim matricea cu 0 (neocupat)
2. Plasam primul elev in centru: a[2V~1][2N-1] =1

3. Pentru fiecare distanta d:



« Parcurgem toate pozitiile (i, j) cui, j € {d, 2d,...}

« Daca a[i][j] = 0, plasdm urmatorul elev si incrementam contorul

+ Ne oprim cind contorul ajunge la K
Complexitate timp: O(K) per query.
Complexitate memorie: O(M?), unde M = 2V,
Optimizare nenecesara: Ordinea de umplere este aceeasi indiferent de N. Mai exact, daca
elevul k se aseaza la pozitia (r, ¢) intr-o matrice cu N = ny, atunci intr-o matrice cu N = ny > ny,
elevul k se aseaza la pozitia (r - 2™7™, ¢ - 2"27™),
Astfel:

1. Precalculam pozitiile pentru N = 10 o singuri dati prin procedeul de mai sus

2. Pentru fiecare query (N, K): scalam coordonatele cu factorul 2V =10,

Subtask 3 (20 puncte) — Generare "virtuala"

Restrictii: K < 10°,Q =5

Pentru N > 10, nu putem stoca matricea, dar K < 10%, deci putem genera pas cu pas ocuparea
acesteia.

Algoritm:

1. Pentru fiecare nivel cu distanta d, parcurgem randurile cu pas d

2. Pe randuri impare (in cadrul nivelului), parcurgem coloanele cu pas d
3. Pe randuri pare, parcurgem coloanele cu pas 2d

4. Numairim celulele pana ajungem la K

5. Apoi generdm pentru nivelul urmator cu distanta %

Nivelul 3: randuri impare (verde, pas d) si pare (galben, pas 2d)

Complexitate timp: O(K) per query.
Complexitate memorie: O(1).



Subtask 4 si 5 (40 puncte) - Formula

Restrictii: O < 10% (Subtask 4), Q < 10° (Subtask 5)

Nu mai putem parcurge K celule pentru fiecare query cand K poate fi 10°.

Precalculare: Precalculam side[!] pentrul € {0,1,...,30}.

Pasul 1 - Determinarea nivelului: Gasim primul nivel [ astfel incat side[/]? > K. Aceasta
inseamna ci elevul K se aseazi la nivelul [.

Pasul 2 — Pozitia in cadrul nivelului: Scidem celulele din nivelurile anterioare:

K « K —side[l - 1]?

Acum K reprezintd numirul celulei in cadrul nivelului /.
Pasul 3 - Structura nivelului:
S& vizualizdm cum sunt aranjate celulele noi in nivelul 3 (side[3] = 7):

r1| 1|2 |3|4(5[6|7
r2| 8 9 10 11
3121314 15|16 (17|18
r4 |19 20 21 22
15(23|24|25|26 |27 (28|29
16 | 30 31 32 33
r7|34|35|36 |37 |38 |39 |40

pereche 0

pereche 1

pereche 2

Nivelul 3: celulele noi numerotate 1-40 (gri = niveluri anterioare)

In nivelul I = 3:

« Fiecare rand impar (r1, r3, 15, r7) contine cellsOddRow = side[l] = 7 celule

« Fiecare rand par (r2, r4, r6) contine cellsEvenRow = side[l — 1] + 1 = 4 celule (doar

coloanele impare)
« O pereche de randuri (impar + par) contine cellsinOnePair = 7 + 4 = 11 celule

Pasul 4 - Determinarea coordonatelor locale:
Grupam randurile in perechi si analizam structura unei perechi:

impar | 1|2 |3|4|5|6]|7

par 8 9 10 11

cl c2 c3 c4 ¢S5 c6 c7
O pereche de randuri: celulele 1-11

1. Calculam indexul perechii: pairlndex = | K/cellsnOnePair |

2. Calculam pozitia in pereche: K «— K mod cellsnOnePair



3. Determindm randul si coloana:

« Dacd K = 0: suntem pe ultima celuli a perechii anterioare (celula 11), deci rAndul
este 2 - pairIndex si coloana este cellsOddRow (coloana 7)

« Daca K < cellsOddRow: suntem pe randul impar (celulele 1-7), deci randul este
2 - pairIndex + 1 si coloana este K

« Altfel: suntem pe randul par (celulele 8-11), deci randul este 2 - pairIndex + 2 si
coloana este 2 - (K — cellsOddRow) — 1 (coloanele impare: 1, 3, 5, 7)

Pasul 5 — Scalarea la coordonate reale: Factorul de scalare este scale = side[N —1] +1 = 2N~L.

Coordonatele finale sunt:
(row - scale, col - scale)

Complexitate timp: O(log N) per query (data de determinarea nivelului, restul pasilor fiind
rezolvati in O(1)). Pentru subtask-ul 4 este suficientd o rezolvare in O(VK).
Complexitate memorie: O(1).

In functie de corectitudinea implementirii si complexitate se vor obtine punctaje partiale.
Observatie:

Problema poate fi rezolvati si in O(1) timp per query, folosind operatii pe biti pentru a determina
nivelul direct, dar aceasta optimizare nu este necesara pentru obtinerea punctajului maxim.

Problema 2. Dj

Propusa de: stud. Eduard-Lucian Pirtac, Facultatea de Informaticd, Universitatea "Al I. Cuza" Iasi

Solutie subtask 2

Fie x primul element din sir.
Restrictiile acestui subtask garanteaza ci sirul se poate egaliza folosind cel mult o operatie
per element. De aici rezulta ca avem doar trei valori la care se poate egaliza sirul:

+ x (nu aplicdm nicio operatie);
« x -2+ 1 (aplicim o operatie de tip 1);
« catul impartirii lui x la 2 (aplicdm o operatie de tip 2).

Incercam pe rand cate o valoare dintre cele trei si verificim daca fiecare element din sir se
poate aduce la aceastd valoare prin cel mult o operatie. In caz afirmativ, calculim si numérul de
operatii asociate valorii respective, iar la final afisim numérul minim de operatii.

Solutie completa 1

Solutia are doua parti: generarea numerelor posibile pentru un element din sir si gisirea
raspunsului final. Fiecare parte are mai multe rezolvari.



Generarea numerelor

Mai intai sa facem citeva observatii esentiale pentru un singur element, dupi care putem scala
ideile la tot sirul:

1. Pornim de la o valoare x. Daca aplicam o operatie de tip 1, valoarea devine 2 - x + 1. Dupa,
dacd aplicdm o operatie de tip 2, valoarea devine |_2’;—+1J = x (catul impartirii lui 2 - x + 1
la 2 este x). Observam astfel ca secventa de operatii 1, 2 este mereu redundanta deoarece
am plecat de la x si am ajuns tot la x, iar numarul de operatii a crescut inutil. Prin urmare,
pentru un element o strategie poate fi sa aplicim céteva operatii de tip 2, iar apoi citeva
operatii de tip 1.

2. Daci presupunem ci egalizdm sirul la numarul y, cu y mai mare strict decat valoarea
maxima din sir, singura varianta prin care elementele sirului puteau sa ajunga la y este
daci erau yT_l la un moment in timp. Deci am fi putut sa egalizam sirul la yT_l Cu numar
mai mic de operatii. Astfel, am demonstrat ca numarul la care vom egaliza sirul nu va
depisi niciodata valoarea maxima din sirul initial.

3. Daca pornim de la valoarea maxima 2 - 10° si aplicim repetat operatii de tip 2, vom ajunge
la valoarea 0 in doar 18 operatii. Similar, dacd pornim de la 0 si aplicim repetat operatii
de tip 1, vom ajunge in 17 operatii la cea mai mare valoare < 2 - 10°. Aceste calcule se pot
face simplu pe hértie sau pot fi demonstrate formal daca se face asocierea dintre operatiile
din enunt si reprezentarea binara a numerelor, 18 reprezentand numarul maxim de biti a
unei valori.

Fiindca numarul de operatii de la ideea 3 este mic, putem sa generam toate valorile la care se
poate ajunge dintr-un element din sir. Sa notam cu L numaérul de astfel de valori.

Varianta 1

Pentru fiecare element, folosim o structura de tip coadd. Aceastd coadd mentine intr-o pozitie
doua valori (folosind un struct): numarul la care am ajuns si numirul de operatii ca si
ajungem la acest numar.

In coadi inseram intai toate valorile care pot fi obtinute folosind zero sau mai multe operatii
de tip 2. Apoi, cat timp coada nu este goala, extragem céte un element si ii aplicim o singura
operatie de tip 1. Daca noua valoare nu apare deloc in coadi sau apare dar cu numér de operatii
mai mare, vom adauga valoarea noui in coada.

Complexitatea timp pentru aceastd varianti este in teorie O(N - L?), dar in practici este mult
mai rapida, chiar mai rapidd decét varianta 2 de mai jos. Complexitatea spatiu este O(N + L),
deoarece suntem nevoiti sa refolosim coada pentru fiecare element din sir pentru ca nu avem
memorie destuld pentru N - L elemente.

La final, coada o vom denumi ca vectorul asociat cu elementul din sir. Acesti vectori ii vom
folosi la gésirea raspunsului final.



Varianta 2

Pentru fiecare element, folosim doud bucle for ca sa parcurgem toate valorile de 0 < a < 18
si0 < b < 18, unde a inseamna cate operatii de tip 2 aplicdm, iar b cate operatii de tip 1.
La fiecare pas calculim noua valoare si addugam toate valorile intr-un vector de dimensiune
L <1919 = 361 asociat cu cate un element din sir. Pentru fiecare numar din acest vector,
trebuie sa memoram si numarul de operatii a + b pentru a ajunge la numar. Acest lucru il putem
face spre exemplu folosind un vector de tip struct.

Complexitatea timp pentru aceasta variantd este O(N - L), iar complexitatea spatiu este
O(N + L) din acelasi motiv ca mai sus.

Gasirea raspunsului

Existd mai multe solutii de punctaje diverse pentru aceasti parte a rezolvarii.

Varianta ineficienta

Parcurgem numerele memorate in vectorul asociat cu primul element, generat la partea an-
terioard. Fie x un astfel de numir. Pentru a afla numérul de operatii de a egaliza sirul la x,
cautim pe x in vectorii asociati cu restul elementelor din sir. Daca x apare in toti vectorii,
atunci insumdm numarul de operatii si acela este raspunsul pentru a aduce toate elementele la
valoarea x.

Acum repetam procesul pentru orice x din primul vector, iar la final calculam cel mai mic
raspuns posibil.

Combinand si prima parte, aceasti solutie are complexitatea timp aproximativ O(N - L?).
Solutia este prea inceata pentru punctaj maxim.

Varianta eficienta

Construim doi vectori de frecventa globali notati cate si nr_ops. In cate, vom memora numarul
de elemente din sir in care apare x in vectorul asociat. In nr_ops, vom memora suma operatiilor
de a transforma fiecare element din sir in x.

Pentru fiecare vector asociat cu un element din sir, este important ca mai intéi sa ii eliminam
duplicatele pentru a putea actualiza cu usurinta cei doi vectori globali. O metoda de a face asta
este sa sortdm intai fiecare vector si daci avem mai multe valori identice aldturate vom lua in
calcul doar prima aparitie a valorii respective.

Parcurgem fiecare vector asociat. Fie x o valoare unica din vector; doar actualizam vectorii
globali astfel: catey creste cu 1 sinr_ops, creste cu numarul de operatii de a transforma valoarea
initiala in x.

In final, parcurgem orice valoare posibild 0 < x < 2 - 10° si calculim minimul dintre nr_ops,
doar atunci cand cite, = N (adica x apare in toti vectorii asociati).

Solutia finald are complexitatea timp O(N - L - log(L) + vmax) si complexitatea de spatiu
O(N +vmax), unde vmax este valoarea maxima din sir (2 - 10°). Solutia primeste punctaj maxim.



Varianta si mai eficienta, alternativa

Observam ca solutia de mai sus depinde de variabila vmax si la timp dar si la memorie. Aceasta
primeste punctaj maxim datorita faptului cd vmax < 2 - 10° din restrictii. Solutia urmétoare
putea fi folositd in cazul in care vmax era foarte mare.

De la varianta anterioara pastram ideea de eliminare a duplicatelor din vectorii asociati, insa
nu mai folosim cei doi vectori de frecventa globali. In schimb, pentru a gisi o valoare x care
apare in toti vectorii asociati, putem calcula intersectia dintre acestia.

Intersectia dintre doi vectori se poate face simplu cu o interclasare. Vectorii asociati sunt deja
sortati si, mai mult, nu contin elemente duplicate, deci nu vom avea probleme cu interclasarea.

Intersectia dintre toti vectorii se face treptat: intdi facem intersectia dintre primii doi vectori,
copiem rezultatul intr-un vector ¢, apoi intersectia dintre ¢ si al treilea vector, copiem rezultatul
in vectorul t, etc. La final vectorul ¢ va contine intersectia tuturor vectorilor asociati, cu tot cu
operatiile aferente fiecarei valori la care se poate egaliza sirul.

Complexitatea de timp este O(N - L - log(L)) iar complexitatea de spatiu este O(L), deoarece
nu avem nevoie nici micar de sirul initial de numere.

Solutie completa 2, alternativa

Autor: Alin-Gabriel Raileanu

Solutia aceasta este relevanta deoarece complexitatea de timp este O(N - (log(vmax) +1og(N))),
pe cand cele de mai sus aveau complexititi de cel putin O(N - L), unde L = log®(vmax). In plus,
memoria folosita de aceasti solutie este O(N).

Este important sa intelegem legitura dintre operatiile din enunt si reprezentarea numerelor in
binar. Operatia de tip 1 adauga un bit de 1 la sfarsitul numarului, iar operatia de tip 2 sterge
ultimul bit.

S& considerdm cel mai lung prefix comun al tuturor numerelor (in baza doi). Observdm ca
valoarea la care egalizam sirul trebuie sd contind neaparat acest prefix la inceput. Mai mult, se
poate demonstra ca, in valoarea la care egalizam, toti bitii de dupa prefixul comun trebuie sa
aibi valoarea 1.

Putem vizualiza mai usor structura unui numér din sirul initial. Acesta este format din trei parti
“P A B”, unde P este cel mai lung prefix comun al tuturor numerelor, A este cel mai lung sir
format doar din 1, imediat dupi P, iar B este restul numarului.

Am spus ca toti bitii de dupa P trebuie sa fie 1, deci e clar cd din fiecare numar va trebui
sd renuntdm la B folosind operatii de tip 2. Acum construim un nou sir in care valoarea unui
element este egala cu lungimea lui A.

Mai departe putem reduce problema astfel:

“Pe sirul nou construit avem doua tipuri de operatii: aduna unu la un element (adica
addugam un bit la partea A) si scade unu dintr-un element (adic scoatem un bit
din partea A). Egalizeazi sirul folosind un numar minim de operatii.”



Aceasta este o problema clasica si numérul minim de operatii se obtine egalizind sirul la medi-
ana sirului.

Obtinerea punctajului maxim pe aceastd solutie nu necesitd operatii pe biti. In plus, daca
se folosesc counting sort pentru géasirea medianei si operatii pe biti pentru gasirea prefixului
comun, complexitatea de timp poate ajunge pani la O(N + log(vmax)).

Problema 3. Zapada

Propusa de: stud. Dumitru Ilie, Facultatea de Matematicd-Informaticd, Universitatea Bucuresti

Cerinta 1.

Pentru aceasti cerinti este necesar si gisim o strategie care, dat un prefix al sirului elimina in
mod optim zdpada de pe acesta. Pentru sufix vom aplica aceeasi strategie, dar de la inceput la
final. Vom demonstra ca este optim sd mutdm zipada de pe o dala exact o data (exista unele
situatii in care putem face dous mutari, dar acestea sunt la fel de bune, deci nu ne vor interesa).

« Sa presupunem ci in solutia optima folosim cel putin lopetile k; si k; pe aceeasi pozitie,
cu k; < ky (cazul ky < ky este echivalent).

« Putem muta 2k + 2k zépada cu costul k1 + ky + 2.
« Daci am folosi totusi lopata k; + 1, am putea muta 2%2*! zipadi cu un cost de k; + 2.

o 2k 4ok < oke 4 k2 = 5. 2k2 = 2K+l Deci cu lopetile k; si k; mutim mai putini sau la
fel de multa zapada cat am muta cu lopata k; + 1.

o ki +ky +2 > ky + 2. Deci cu lopetile k; si k; avem un cost egal sau mai mare decat daca
am folosi lopata k; + 1.

« Deoarece folosirea celor doua lopeti nu ne aduce vreun beneficiu, este suficient sd folosim
doar o singur lopata.

Argumentul de deasupra ne spune ca asupra fiecarei dale se va folosi o singura lopata. Pentru
a muta zapada de pe un prefix este deci optim sd ludm dalele in ordine inversa si sa gasim lopata
minima care poate muta toata zapada de pe acea dala pe dala precedent.

Acest rationament ne conduce la o solutie cu diverse implementari posibile. Orice solutie de
complexitate O(n - log Z) (Z este cantitatea totald de zapada) sau mai buna ar trebui sa obtina
punctaj maxim pentru aceasta cerinta.

Cerinta 2.

Pentru aceasta cerinta este necesar si gisim pozitia optima de impartire a sirului. In acest
sens vom calcula eficient costul fiecarui punct de start si vom alege minimul dintre acestea.
Vom calcula costul fiecdrui prefix si apoi, separat, costul fiecirui sufix al sirului. Vom discuta



doar cum se calculeazi costurile prefixelor, deoarece costurile sufixelor se calculeaza in aceeasi
maniera.

Vom presupune ca avem de calculat costul unui singur prefix de lungime L. Pentru a realiza
acest calcul rapid vom face cateva observatii.

Observatie: Cantitatea de zdpada ce va fi mutata de pe dala i pe dalai—1 este z; +z;41 +- - - +21.
Aceastd suma poate fi foarte usor scrisi cu ajutorul sumelor partiale. Fie s; suma primelor i
valori din z (s; = z1 + z2 + - - - + z;). Atunci cantitatea de zadpada mutata de pe dala i pe dalai —1
este s — s;j—1.

Ce putem face acum este in loc si calculim pentru fiecare dala lopata necesard mutérii zapezii
pe dala precedents, putem calcula pentru fiecare lopata pe cate dale o folosim. Mai exact, lopata
k va fi utilizatd pentru mutarea zipezii pe toate dalele i pentru care 27! < s; —5;_; < 2K,

Pentru a afla rapid cate valori satisfac conditia de mai sus, o prima idee este sa folosim
ciutarea binard. O asemenea solutie are complexitatea O(n - logn - log Z) si ar trebui sa se
comporte destul de bine. Solutia de 100 de puncte foloseste urméatoarea observatie suplimentara.

Observatie: Datorita faptului ca trebuie si calculam capetele intervalelor pentru fiecare
prefix, nu este nevoie de cautarea binara. Putem in schimb sa folosim tehnica Two Pointers.

Vom explica procesul pe urméitoarele doua prefixe (a se observa ca al doilea il contine pe
primul)

[5,2,3,2,6,2,1]

[5,2,3,2,6,2,1,1]

Lopata 4 este folosita in primul prefix pentru dalele 2, 3, 4 si 5. In cel de-al doilea prefix lopata
4 este folositd pentru dalele 3,4 si 5. In loc sd cdutdm binar din nou capetele intervalului, am
putea si mutam capetele pas cu pas.

Pentru fiecare lopatd vom muta capitul sting (analog pentru cel drept) al intervalului de
cel mult n ori. Daca am muta capatul sting de mai mult de n ori, am iesi din vector ceea ce
nu se poate. Fiecare din cele log Z lopeti face cel mult n pasi deci complexitatea solutiei este
O(n-log?Z2).
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