Concursul Interjudetean de Matematica ” Grigore C. Moisil”
Editia a XXXIV-a, Baia Mare, 5 — 7 aprilie 2019

Clasa a X-a

Problema 1. Aratati ca oricare ar fi m,n € N* numarul a = 2n (n + 1) divide numarul
b=(n+1)*"+n*" —1.

Ovidiu T. Pop

Barem

Avem b= (n+1)*"" +(n? — 1) (n> 24 n?" 4+ 4+n2+1)=n(n+1) B,
cu B, = (C8, 1 +1)n* 2+ (Ch, 1 —)n® 3+ + (O30 +1) 2 puncte
Pentru n par, Cam 2 +1=C3 | +1=2m,deci 2|By ....0ooriiiiiiie e 2 puncte

Pentru n impar, avem n = My + 1, deci
B,=My+ (CO, 1 +1)+(Choy — 1) +... 4+ (CoNF+1) = My + 2" deci 2|B,, .......... 2 puncte

Deci 2|B,Vn € N, gl atunci alb ..o 1 punct
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Clasa a X-a
Problema 2. Fie n € N*, n > 3. Rezolvati sistemul
(271 4 371 = 2 4 3,

9r2 4 3%2 — 9 4 31,

2fn=1  3%n—1 = 2 + 3w,
(27" + 3% = 2 4 314

Nicolae Musguroia & Dan Barbosu

Barem
Daca x; < x;y1, 1 = 1,n — 1, atunci 2%t 4 371 < 2%» 4 3%»
S 3T, 2 3T 2 = T S L oo 2 puncte
AECI 1 = Lo = o . D oot 2 puncte

Sistemul revine la
2T 3 = By 2 1 punct

Membrul stang al ecuatiei este o functie convexa,
iar membrul drept este o functie de gradul I, deci ecuatia are cel mult doua solutii
1 €0, L o 1 punct
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Problema 3. Fie functia f: R\ {0,1} — R care verifica relatia

flx)+ f (1 — i) =arctgz, Vo e R\ {0,1}.

Aratati ca functia g : R\ {0,1} — R pentru care g (x) = f(x) + f(1 — z) pentru orice x € R\ {0, 1}, este
constanta pe fiecare dintre intervalele (—oo,0), (0,1), (1, c0).

Vasile Pop
Barem
Consideram functia .
gR\{()?l} _)R\{()?l}a g(:v) = 1—5’
pentru care observam ca
1
§(@) = glg(@) = —— s g) =z Vo R\ {0.1)
............................................................................................... 2 puncte
Din relatia data obtinem:
f(@) + f(g(x)) = arctgx (1)
flg(@)) + f(g*(x)) = arctg g(x) (2)
f(g* (@) + f(z) = arctg g* () (3)
Din (1) + (3) — (2) obtinem:
2f(x) = arctgx + arctg g*(v) — arctg g(z)
11—z 1
:arctgx+arctg—+arctg1—, VaxeR\{0,1} (4)
T —
Din (4) obtinem:
1
2f(1 — z) = arctg (1 — z) + arctg % +arctg —, Vo € R\ {0,1} (5)
—x x
............................................................................................... 2 puncte

1 1 11—
2(f(x)+ f(1—2)) = (arctgx + arctg —) + (arctg (1 — ) + arctg —) + (arctg Ty arctg li)
T T —x

l1—2z
(T
——, € (—00,0
2 €(=00,0)
3
= —_—, € (0,1
= 2e()
T
— e (1
|3 we(loo)
deoarece
T
5, x>0
arctg x + arctg — = -
L 5, z <0

3 puncte
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Problema 4. Fie functia convexa f : R — R si triunghiul ABC. Fie D € (BC), E € (AC), F € (AB) si
ADNBENCF = {P} cu P € Int (ABC).

a) Aratati ca
DP AD AP AD 3
- . > —_— — | > = .
AD (DP) 1@ st 235 (AP) =2/ (2)

b) Demonstrati ca

b+c\" 1 Jntt 1
1 > Sn-‘rl : > .
Z( T ) SR D BY e L P Rk
unde a, b si ¢ sunt lungimile laturilor triunghiului ABC' si n € N*.

Gheorghe Rambu

Barem
a) Fie S = Aapc, a = Appc, b = Acpa si ¢ = Aapp, atunci S =a+b+c

PD a PE b PF ¢ deci Z D _1

'"AD T S'BE S CF_ S’
1—%+1—%+1—%:2,dec122f€;}:1 ......................................... 3 puncte
f convexa implica Z - f (AD> f < % . ﬁ—g) = f(3)
S ;jg (i—?) > f( %%%) =f (;) adica )45 - f(28) >2f (&) ............. 3 puncte

b) Daca se alege P = I punctul de intersectie al bisectoraelor si f (z) = 2™,

— AP b+c PD a ) | o si btin i Ll ¢ 1 ¢
atunci si analoagele si se obtin inegalitatile cerute. ........... unc
PD  a > AD a+b+c ? gee s ? & ? p




